Comissdo Permanente para os Vestibulares

Matematica




INTRODUCAO

A prova de matemdatica da segunda fase do vestibular da UNICAMP é elaborada de forma a identificar
candidatos com boa capacidade de leitura de textos, tabelas e graficos, bom raciocinio abstrato e dominio dos
conteddos matematicos ministrados no ensino fundamental e no ensino médio. Ndo se deseja que o candidato
decore centenas de férmulas, mas que use seus conhecimentos e sua experiéncia para resolver questdes que,
frequentemente, abrangem mais de um topico de matematica. Também se espera dos candidatos que resolvam
guestdes relativas a assuntos de seu cotidiano, formulando modelos matematicos que expressem corretamente
0s problemas apresentados.

Ao comentar a prova de matematica, tivemos a preocupacao de apresentar estratégias alternativas de resolucao
das questdes. Assim, sempre que um item vier acompanhado de um apéstrofo, como em a’ ou b’, uma maneira
diferente (e equivalente) de se obter a solucdo do problema é apresentada, com o intuito de enriquecer o
aprendizado dos leitores. Outras formas de resolver os problemas aparecem nos exemplos acima da média
reproduzidos neste caderno. Ja os exemplos abaixo da média ilustram enganos comumente cometidos por
estudantes do ensino médio. A esses exemplos, acrescentamos sugestdes para que os candidatos evitem deslizes
ao responder as questoes.

Questao 13

Uma empresa imprime cerca de 12.000 péaginas de relatérios por més, usando uma impressora jato de tinta
colorida. Excluindo a amortizacdo do valor da impressora, o custo de impressao depende do preco do papel e
dos cartuchos de tinta. A resma de papel (500 folhas) custa R$ 10,00. J& o preco e o rendimento aproximado
dos cartuchos de tinta da impressora sdo dados na tabela abaixo.

Cartucho ‘ Preco Rendimento
(cor/modelo) (R$) (paginas)
Preto BR R$ 90,00 810
Colorido BR R$ 120,00 600
Preto AR R$ 150,00 2400
Colorido AR R$ 270,00 1200

a) Qual cartucho preto e qual cartucho colorido a empresa deveria usar para o custo por pagina ser o menor
possivel?

b) Por razdes logisticas, a empresa usa apenas cartuchos de alto rendimento (os modelos do tipo AR) e imprime
apenas em um lado do papel (ou seja, ndo ha impresséo no verso das folhas). Se 20% das péaginas dos
relatérios sao coloridas, quanto a empresa gasta mensalmente com impressdo, excluindo a amortizacao da
impressora? Suponha, para simplificar, que as paginas coloridas consomem apenas o cartucho colorido.

a) (2 pontos)

Quando se usa o cartucho Preto BR, o custo por pagina é igual a 90/810 = 1/9. Para o cartucho Preto AR, esse
custo baixa para 150/2400 = 1/16. Como 1/16 < 1/9, o cartucho Preto AR é mais econémico.

Vocé também pode chegar a essa conclusdo comparando os valores numéricos. Nesse caso, gasta-se cerca de
R$ 0,11 por péagina usando o cartucho Preto BR, e cerca de R$ 0,06 por pagina com o cartucho Preto AR. Logo,
o cartucho Preto AR é mais econdmico.

Quando se usa o cartucho Colorido BR, o custo por pagina é igual a 120/600 = 1/5 = 8/40. Para o cartucho
Colorido AR, esse custo sobe para 270/1200 = 9/40. Logo, o cartucho Colorido BR é mais econémico.

Nesse caso, fazendo-se as contas, chega-se a um custo de R$ 0,20 por pagina com o cartucho Colorido BR, e
cerca de R$ 0,23 por pagina com o cartucho Colorido AR. Logo, o cartucho Colorido BR é mais econémico.

Resposta: Os cartuchos Preto AR e Colorido BR sao os mais econémicos.
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a')

Quando se usa o cartucho Preto BR, é possivel imprimir 810/90 = 9 paginas por R$ 1,00. Com o cartucho Preto
AR, imprimem-se 2400/150 = 16 paginas com R$ 1,00. Logo, o cartucho Preto AR é mais econdmico.

Quando se usa o cartucho Colorido BR, é possivel imprimir 600/120 = 5 pdaginas por R$ 1,00. Com o cartucho
Colorido AR, imprimem-se 1200/270 = 40/9 ~ 4,44 paginas com R$ 1,00. Logo, o cartucho Colorido BR é mais
econdmico.

Resposta: Os cartuchos Preto AR e Colorido BR sao os mais econémicos.

a")

Se o cartucho Preto BR imprime 810 paginas a R$ 90,00, entdo ele imprime 2400 paginas por 90x2400/810 ~
R$ 266,67. Como esse valor é superior a R$150,00, o cartucho Preto AR é mais econémico.

Se o cartucho Colorido BR imprime 600 paginas por R$ 120,00, entdo ele imprime 1200 paginas por
120x1200/600 = R$240,00. Como esse valor ¢ menor que R$ 270,00, o cartucho Colorido BR é mais
econébmico.

Resposta: Os cartuchos Preto AR e Colorido BR sao os mais econémicos.

b) (2 pontos)

A empresa imprime 12000 paginas por més, das quais 20% sao coloridas. Assim, ela imprime 12000x4/5 =
9600 paginas usando apenas o cartucho preto e 2400 paginas coloridas, o que implica o consumo de
9600/2400 = 4 cartuchos do tipo Preto AR, e 2400/1200 = 2 cartuchos do tipo Colorido AR.

A empresa também gasta 12000/500 = 24 resmas de papel por més. Logo, o custo de impressao, incluindo
cartuchos e papel, é igual a 24x10 + 4x150 + 2x270 = 240 + 600 + 540 = R$ 1380,00.

Resposta: A empresa gasta mensalmente R$ 1380,00 com impressao.
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Essa é uma questdo muito simples, cuja resolucdo exige apenas o conhecimento das operacdes aritméticas
elementares, bem como a leitura correta do enunciado e da tabela. No exemplo acima da média, o candidato
responde ao item a de uma forma diferente daquela que propusemos acima, supondo que serdo impressas 500
paginas. De fato, qualquer nimero de paginas pode ser considerado, desde que o mesmo nuimero seja usado
para os cartuchos BR e AR.

No exemplo abaixo da média, o candidato também trabalha com 500 paginas, mas nao percebe que a obtencao
de nUmeros muito diferentes - como R$ 55,55 para o cartucho Preto BR e R$ 3,10 para o cartucho Preto AR -
indica erro em alguma conta. Além disso, no item b, ele considera que a empresa imprime 1200 paginas por
més, em lugar de 12000, como afirma o enunciado. Erros de leitura e conta, particularmente na divisao, foram
as maiores causas da perda de pontos nessa questao.

Questao 14

Uma grande preocupacédo atual é a poluicdo, particularmente aquela emitida pelo crescente nimero de veiculos
automotores circulando no planeta. Ao funcionar, o motor de um carro queima combustivel, gerando CO,, além
de outros gases e residuos poluentes.

a) Considere um carro que, trafegando a uma determinada velocidade constante, emite 2,7 kg de CO, a cada
litro de combustivel que consome. Nesse caso, quantos quilogramas de CO, ele emitiu em uma viagem de
378 km, sabendo que fez 13,5 km por litro de gasolina nesse percurso?

b) A quantidade de CO, produzida por quildmetro percorrido depende da velocidade do carro. Suponha que,
para o carro em questdo, a funcdo c(v) que fornece a quantidade de CO,, em g/km, com relacdo a
velocidade v, para velocidades entre 20 e 40 km/h, seja dada por um polinémio do segundo grau. Determine
esse polinbmio com base nos dados da tabela abaixo.
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Velocidade Emissao de
(km/h) CO, (g/km)
20 400
30 250
40 200

a) (2 pontos)
Para determinar a emissao do carro nessa viagem, podemos recorrer a regra de trés

135km — 2,7kgCO,
378km — xkgCoO,
que corresponde a equagao
135 27

378 X
Logo, x = 378.2,7/13,5 =75,6.
Resposta: O carro emite 75,6 kg de CO, na viagem.
a') (2 pontos)
O carro gasta 378/13,5 = 28 litros de gasolina nessa viagem. Se ele emite 2,7 kg de CO, a cada litro de gasolina
consumido, entdo sdo emitidos 28 x 2,7 = 75,6 kg de CO, na viagem.

Resposta: O carro emite 75,6 kg de CO, na viagem.

b) (2 pontos)
A funcéo desejada tem a forma c(v) = a, +a;v +a,v?. Com base nos dados da tabela, temos

c(20) = ag +20a; +400a, = 400
c(30) = ag +30a; +900a, = 250
c(40) = a, +40a; +1600a, = 200
Subtraindo a primeira linha desse sistema linear das demais, obtemos
a, +20a, +400a, = 400
10a; +500a, = -150
20a; +1200a, = -200

Agora, somando a terceira linha a segunda linha multiplicada por —2, encontramos

ag +20a; +400a, = 400
10a; +500a, = -150
+200a, = 100

Da terceira equagdo, concluimos que a, = 100/200 = 1/2. Substituindo esse valor na segunda equacao, obtemos
a, = [-150 — 500x(1/2)//10 = -40. Finalmente, da primeira equacao, concluimos que a, = 400 — 20x(-40) —
400x(1/2) = 1000.

Resposta: A funcao é c(v) = 1000 — 40v + v*/2.
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O item a dessa questdo requer apenas que se aplique uma regra de trés. Assim, como era esperado, a maioria
dos candidatos acertou o item. Entretanto, o exemplo abaixo da média mostra que, também nessa questdo, os
erros de conta foram frequentes, e que muitos ndo verificam se o valor obtido estd dentro de limites razoaveis.
Nao é dificil notar que, mesmo no caso de o carro produzir 3 kg de CO, por quildmetro rodado (de fato, ele
produz 2,7 kg a cada 13,5 km), ndo se atingiria, em uma viagem de menos de 400 km, os 1890 kg de CO,
encontrados pelo candidato.
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Por sua vez, o item b exige a formulacdo de um sistema linear com trés equacdes e trés incégnitas. Para resolver
esse sistema, o candidato pode usar diversas estratégias, incluindo tanto o processo de eliminacéo apresentado
acima como a regra de Cramer, empregada pelo aluno do exemplo acima da média. Entretanto, o uso da regra
de Cramer nao ¢ indicado, ja que exige muito trabalho. De fato, em virtude de seu pouco uso pratico, essa regra
nem precisaria ser ensinada no ensino médio.

O item b do exemplo abaixo da média mostra que nem todos os concluintes do ensino médio sabem distinguir
uma hipérbole da curva associada a um polinémio do segundo grau. Dificuldades em resolver o sistema linear
também foram comuns, bem como a troca entre coeficientes e varidveis do sistema.

Questao 15

O perfil lipidico € um exame médico que avalia a dosagem dos quatro tipos principais de gorduras (lipidios) no
sangue: colesterol total (CT), colesterol HDL (conhecido como “bom colesterol”), colesterol LDL (0 “mau
colesterol”) e triglicérides (TG). Os valores desses quatro indicadores estdo relacionados pela férmula de
Friedewald: CT = LDL + HDL + TG/5. A tabela abaixo mostra os valores normais dos lipidios sanguineos para um
adulto, segundo o laboratério SangueBom.

Indicador | Valores normais

CcT Até 200 mg/dl
LDL Até 130 ma/dl
HDL Entre 40 e 60 mg/dl
TG Até 150 mg/dl

a) O perfil lipidico de Pedro revelou que sua dosagem de colesterol total era igual a 198 mg/dl, e que a de
triglicérides era igual a 130 mg/dl. Sabendo que todos os seus indicadores estavam normais, qual o intervalo
possivel para o seu nivel de LDL?

b) Acidentalmente, o laboratério SangueBom deixou de etiquetar as amostras de sangue de cinco pessoas.
Determine de quantos modos diferentes seria possivel relacionar essas amostras as pessoas, sem qualquer
informacédo adicional. Na tentativa de evitar que todos os exames fossem refeitos, o laboratério analisou o
tipo sanguineo das amostras, e detectou que trés delas eram de sangue O+ e as duas restantes eram de
sangue A+. Nesse caso, supondo que cada pessoa indicasse seu tipo sanguineo, de quantas maneiras
diferentes seria possivel relacionar as amostras de sangue as pessoas?

a) (2 pontos)

Se CT =198 e TG = 130, entdao 198 = LDL + HDL +130/5, de modo que HDL = 172 — LDL. Como Pedro tem
indicadores normais, seu HDL satisfaz as inequagdes 40 < HDL < 60. Assim, temos 40 < 172 — LDL < 60, ou seja,
-132 <-LDL<-112, ou ainda, 112 < LDL < 132.

Entretanto, como o valor do LDL ndo deve ultrapassar 130, concluimos que 112 mg/dl < LDL < 130 mg/dl.

Resposta: O nivel de LDL de Pedro, em mg/dl, pertence ao intervalo [112, 130].

b) (2 pontos)

O numero de maneiras de relacionar as amostras as pessoas € igual a P, = 5! = 120. Se 3 pessoas possuem
sangue O+, entdo ha P, = 3! = 6 maneiras de relaciona-las as amostras desse tipo sanguineo. Além disso, ha P, =
2! = 2 maneiras de relacionar as pessoas com sangue A+ as amostras correspondentes. Logo, existem P..P, =
6.2 = 12 modos de relacionar as pessoas as amostras de sangue.

Resposta: Sem informacgdes adicionais, ha 120 modos de relacionar as pessoas as amostras de sangue.
Conhecendo o tipo sanguineo, o nimero de maneiras diferentes cai para 12.
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Essa questao, a terceira a incluir uma tabela, exige uma leitura particular dos dados, que aparecem na forma de
intervalos. Como muitos candidatos ndo estdo habituados a manipulagdo de desigualdades, um grande numero
deles resolveu o item a considerando em separado cada um dos limites de HDL, e trabalhando com igualdades,
como mostra o exemplo acima da média. Essa estratégia esta correta, mas exige que se verifique se cada um dos
dois numeros obtidos é um limite inferior ou um limite superior para o nivel de LDL. Naturalmente, nesse

Provas Comentadas ® Matematica ® 22 Fase



momento, houve quem trocasse os extremos do intervalo. Além disso, alguns candidatos usaram apenas o valor
médio do HDL, que era igual a 50 mg/dl, obtendo erroneamente um Unico valor para o nivel de LDL. Mesmo
assim, o desempenho dos vestibulandos nesse item foi muito bom.

No item b, o erro mais comum foi o calculo das possibilidades usando soma em lugar de multiplicagdo. Além
disso, alguns alunos nado perceberam que era necessario considerar duas situagdes distintas, como mostra o
exemplo abaixo da média, que também apresenta um terceiro erro frequente, decorrente do uso da férmula
errada para o calculo das possibilidades.

Questao 16

Um grupo de pessoas resolveu encomendar cachorros-quentes para o lanche. Entretanto, a lanchonete enviou
apenas 15 sachés de mostarda e 17 de catchup, o que nao é suficiente para que cada membro do grupo receba
um saché de cada molho. Desta forma, podemos considerar que ha trés subgrupos: um formado pelas pessoas
que ganhardo apenas um saché de mostarda, outro por aguelas que ganharao apenas um saché de catchup, e o
terceiro pelas que receberdo um saché de cada molho.

a) Sabendo que, para que cada pessoa ganhe ao menos um saché, 14 delas devem receber apenas um dos
molhos, determine o nimero de pessoas do grupo.

b) Felizmente, somente 19 pessoas desse grupo quiseram usar os molhos. Assim, os sachés serdo distribuidos
aleatoriamente entre essas pessoas, de modo que cada uma receba ao menos um saché. Nesse caso,
determine a probabilidade de que uma pessoa receba um saché de cada molho.

a) (2 pontos)

Denominemos z 0 nimero de pessoas que ganharao os dois sachés. Nesse caso,
0 numero de pessoas que receberdo apenas mostarda sera igual a 15 — z. Por
outro lado, 17 — z pessoas receberdo apenas catchup. Portanto, (15 -2z) + (17 —
z) = 14 pessoas receberdo apenas um saché. Assim, 2z = 15 + 17 - 14 = 18, de
modo que z = 9. Logo, o grupo é formado por 14 + z = 23 pessoas.

Mostarda

15-2

Resposta: O grupo é formado por 23 pessoas.

a’)

O total de sachés a serem distribuidos ¢ igual a 15 + 17 = 32. Subtraindo os 14 sachés destinados as pessoas
gue receberao apenas um molho, sobram 32 — 14 = 18 sachés. Como serdo entregues dois desses sachés por
pessoa, 18/2 = 9 pessoas ganhardo os dois molhos. Desse modo, o grupo é formado por 14 + 9 = 23 pessoas.

Resposta: O grupo é formado por 23 pessoas.

aII)

Denominemos x 0 numero de pessoas que receberdo s6 o saché de mostarda, y o nimero de pessoas que
receberdo apenas catchup e z o nimero de pessoas que ganhardo os dois sachés. A partir dos dados do
enunciado, concluimos que

X +Yy = 14
X +z = 15
y +z = 17

Somando as trés equagdes acima, obtemos 2x + 2y + 2z = 46, de modo que o grupo é formado por x +y + z =
23 pessoas. Observe que também é possivel obter x, y e z resolvendo diretamente o sistema.

Resposta: O grupo é formado por 23 pessoas.
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b) (2 pontos)

Se apenas 19 pessoas quiseram molho, entdo 19 — 17 = 2 delas receberdo apenas mostarda, 19 — 15 = 4
receberdo apenas catchup e 19 — 2 — 4 = 13 receberao os dois molhos.
Assim, a probabilidade de que uma pessoa receba os dois molhos é igual a 13/19.

Resposta: A probabilidade de que uma pessoa receba os dois molhos é igual a 13/19.

b")

Seja z 0 nUmero de pessoas que receberao dois sachés. Se apenas 19 pessoas quiseram molho, entdo 19 = (15 —
2)+z+(17-2 =15+ 17 -z, donde z = 13.

Assim, a probabilidade de que uma pessoa receba os dois molhos é igual a 13/19.

Resposta: A probabilidade de que uma pessoa receba os dois molhos é igual a 13/19.
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Por ser relativamente simples, essa questdo sobre conjuntos e probabilidade foi respondida por um grande
nuimero de candidatos. Entretanto, alguns tiveram dificuldade em interpretar os dados fornecidos e
consideraram, por exemplo, que o nimero de molhos era igual ao nimero de pessoas (concluindo que o grupo
era formado por 32 pessoas), ou que o nimero de pessoas que receberam s mostarda era igual ao daquelas
gue receberam apenas catchup (7 de cada). No item b, muitos tiveram dificuldade em definir probabilidade,
obtendo até mesmo valores maiores que 1.

O exemplo acima da média apresenta uma resolucdo clara e simples. O candidato apenas nao se lembrou de, ao
final do item a, somar o nUmero de componentes dos subgrupos.

J& o exemplo abaixo da média mostra uma estratégia errada, porém comum, na resolucdo do item a.
Primeiramente, o candidato distribui os sachés de mostarda pelos membros do grupo. Em seguida, ao entregar
os sachés de catchup, da preferéncia as pessoas que ja receberam mostarda. Com isso, 15 pessoas ficam com os
dois molhos e 2 pessoas ficam sé com catchup. Esquecendo-se de que todos os sachés foram distribuidos, o
candidato nota que 12 pessoas ficaram sem molho, e entrega um saché a cada uma (sem que se saiba como
esses sachés foram obtidos), concluindo que 17 + 12 = 29 pessoas comeram cachorros-quentes.

No item b do exemplo abaixo da média, além de escrever a probabilidade como a soma de duas fracdes, o

. . < - , . a a a
candidato também comete um erro comum de operacdo com fracdes. Afinal, serd que B+_ =t c ou, pelo
C +C

... b ¢ b+c
contrario, —+—=—-—7
a a a

Questao 17

No més corrente, uma empresa registrou uma receita de R$ 600 mil e uma despesa de R$ 800 mil. A empresa
estuda, agora, alternativas para voltar a ter lucro.

a) Primeiramente, assuma que a receita ndo variard nos préoximos meses, e que as despesas serao reduzidas,
mensalmente, em exatos R$ 45 mil. Escreva a expressao do termo geral da progressao aritmética que
fornece o valor da despesa em funcdo de n, o nimero de meses transcorridos, considerando como més
inicial o corrente. Calcule em quantos meses a despesa sera menor que a receita.

b) Suponha, agora, que a receita aumentard 10% a cada més, ou seja, que a receita obedecerd a uma
progressao geométrica (PG) de razao 11/10. Nesse caso, escreva a expressdo do termo geral dessa PG em
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funcdo de n, o nimero de meses transcorridos, considerando como més inicial o corrente. Determine qual
sera a receita acumulada em 10 meses. Se necessario, use 1,1°=1,21; 1,17~ 1,33 e 1,1° ~ 1,61.

a) (2 pontos)

O termo geral da PA que representa a despesa tem a forma a_ = 800000 — 45000(n — 1).

A despesa sera menor que a receita quando a, < 600000, ou seja, quando 845000 — 45000n < 600000. Essa
desigualdade é equivalente a 45000n > 45000, que implica n > 49/9 ~ 5,44.

Resposta: A despesa sera menor que a receita no sexto més, ou seja, daqui a cinco meses.

b) (2 pontos)
O termo geral da PG que representa a receita é a,, = 600000 x (11/10)"™" = 600000 x 1,1"" .
A receita acumulada em 10 meses ¢ igual a soma dos termos da PG, que ¢ dada pela formula

(11% —1)

Sy = 600000 .
(11-1)

Podemos escrever 110 =11° -11° = 161? = 2,59 . Assim, temos S;, ~ 600000 x 1,59 /0,1 = 9540000 reais.

Observacgo: outros valores podem ser obtidos usando-se aproximacoes diferentes para 1,61°. Adotamos o valor
2,59 em virtude de 1,61 ser a aproximacao com duas casas decimais de 1,1,

Resposta: A receita acumulada em 10 meses atingira cerca de R$ 9 540 000.

&) D= (8o0-Y5n] .Joge
%Aw»gym 9m RS . —
(§00-45 1) fopa € 690 foap R, En 5 musal
~-Y48n < ~r00

n> 4.4

o] Ry = (600.8 41" lgoo

Sio = 6a0.logo- (1-4.%) = €165, Clel 1,61 -1)
I!'—'l' 0’,

S0 ¢.(0°, b\v,g"l\' D 3w 36 o® rsis

——

R 9 miigh & oo ),
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Nessa questdo sobre progressdes aritmética e geométrica, o desempenho dos candidatos foi considerado bom.
Mesmo aqueles que ndo foram capazes de escrever os termos gerais das progressdes conseguiram pontos
resolvendo parcialmente os itens a e b através do célculo explicito da receita ou despesa més a més. Nesse caso,
entretanto, o tempo excessivo gasto nessa enumeracdo ha de ter-lhes custado pontos em outras questbes, ja
gue a prova tem duracao bastante limitada.

O exemplo acima da média mostra que também é possivel resolver o item a da questdo considerando n como o
ndmero de meses transcorridos a partir do més corrente, ou seja, sem incluir o més atual. Observe que o
candidato obteve n > 4,4 (em lugar de 5,4), e concluiu corretamente que a despesa serd menor que a receita
daqui a cinco meses.

J& o candidato do exemplo abaixo da média errou o item a por considerar que a despesa cresce R$ 45.000 a
cada més, em lugar de decrescer. Dessa forma, sé foi possivel fazer a despesa atingir os 600.000 reais desejados
considerando um valor negativo para n. Percebendo que isso ndo fazia sentido, o candidato preferiu
simplesmente trocar o sinal da variavel, em lugar de descobrir o erro, o que lhe custou os pontos do item.

No item b, esse mesmo candidato calculou apenas o termo a,. Mesmo assim, confundiu-se ao escrevé-lo,
usando uma soma em lugar de um produto.

Questao 18

Define-se como ponto fixo de uma funcao f o nimero real x tal que f(x) = x. Seja dada a funcao

fx)=— 11,

)

b) Na regido quadriculada abaixo, represente o grafico da funcdo f(x) e o grafico de g(x) = x, indicando
explicitamente os pontos calculados no item (a).

a) Calcule os pontos fixos de f(x).
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a) (2 pontos)
Reformulando a equacéo f(x) = x, obtemos

1

——=x-1.
(x+1/2) X

Supondo que x # —1/2, isso equivale a (x + 1/2)(x— 1) = 1, ou
simplesmente x* — x/2 — 3/2 = 0.

Usando a formula de Baskara, temos
x:(1/21 (1/2)? —12/2)/2:[(1/2)t(5/2)]/2.

Logo, as raizes sdo x, = 3/2 e x, = —1, que sdo os pontos fixos
de f(x).

Resposta: Os pontos fixos sdao x, =3/2 e x, = -1.
b) (2 pontos)

Os gréficos de f(x) e de g(x) sdo dados ao lado. Os pontos
marcados sobre o eixo x sdo aqueles calculados no item (a).

a) ! L t-ox = )= x .
x %\ IxtA el

xtl

24 2%+ 1 =7x%+ %
IR*y X-2Zx-3=0Q
Ix%-x-3=0

_6 1 1 1 1 1 1 1
4-35-3-25-2-15-1-056 0051 15 2 25 3 35 4

Z Z 4}

L L=x =2+ 2xrt=x(2xr8) *r
25}

2+

D=1-4-2(-3)= 1+24=2S
x=4 x5 rx'=6 =3_15
\ i 7 ¥
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Essa questao tem dois itens com dificuldades distintas. O item a, apesar de envolver uma funcdo aparentemente
complexa, pode ser considerado relativamente facil, pois requer apenas a determinacdo das raizes de uma
equacdo do segundo grau. Erros frequentes nesse item incluem a interpretacdo errada da definicdo de ponto
fixo dada no enunciado, bem como erros de contas na obtencao das raizes, como o cometido pelo candidato do
exemplo abaixo da média. Cabe sempre lembrar que, depois de obtidas as raizes de uma equacdo qualquer, é
facil verificar se elas estdo corretas substituindo-as na prépria equacao.

O item b é muito mais dificil, pois envolve o tracado de uma hipérbole deslocada. Assim, o desempenho dos
alunos nesse item ndo foi tdo bom, sendo poucos os que foram capazes de representar corretamente as duas
funcées, como fez o candidato do exemplo acima da média. Muitos confundiram a funcao f(x) com o polindmio
usado no item a para encontrar os pontos fixos, e tracaram uma parabola, como se vé no exemplo abaixo da
média. Retas e curvas lineares por partes também foram representacoes frequentes de f(x).

Questao 19

Considere uma gangorra composta por uma tabua de 240 cm de comprimento, equilibrada, em seu ponto
central, sobre uma estrutura na forma de um prisma cuja base é um triangulo equilatero de altura igual a 60 cm,
como mostra a figura. Suponha que a gangorra esteja instalada sobre um piso perfeitamente horizontal.

240 cm

60 cm

a) Desprezando a espessura da tadbua e supondo que a extremidade direita da gangorra esta a 20cm do chéo,
determine a altura da extremidade esquerda.
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b) Supondo, agora, que a extremidade direita da tdbua toca o chédo, determine o angulo o formado entre a
tabua e a lateral mais proxima do prisma, como mostra a vista lateral da gangorra, exibida abaixo.

24p m

60cm| o

a) (2 pontos)
O centro da tadbua estd sempre a 60 cm do chao. Se o extremo direito dessa tabua esta a 20 cm do chao, entdo
a diferenca de altura entre o extremo direito e o centro da tabua é igual a 40 cm, como mostra a figura abaixo.

120

X 1
40 20

Considerando que uma metade da tdbua tem 120 cm de comprimento e usando semelhanca de triangulos,
constatamos que a diferenca de altura entre as extremidades da tabua, que denominamos x, pode ser obtida a
partir da equacdo x/40 = 240/120. Daif, x = 80 cm, de modo que a extremidade esquerda da tabua esta a 80 +
20 =100 cm do chéo.

Resposta: A extremidade esquerda da gangorra esta a 1 m do chao.
a')

O centro da tdbua estd sempre a 60 cm do chdo. Essa distancia corresponde a base média do trapézio cujos
vértices sdo as extremidades da tabua e suas projecdes verticais sobre o solo, como mostra a figura abaixo.

60
20

Se o0 extremo direito da tdbua estd a 20 cm do chéao, entdo (x + 20)/2 = 60. Desse modo, x + 20 =120, ou
simplesmente x = 100 cm.

Resposta: A extremidade esquerda da gangorra esta a 1 m do chao.

aII)
A figura abaixo mostra o triangulo obtido pelo prolongamento do segmento de reta que representa a tabua, até
que ele encontre a linha horizontal que representa o chao.

120

120

60 z
20

Usando semelhanca de tridngulos, obtemos 60/20 = (120 + z)/z. Logo, 3z = 120 +z, ou seja, z = 120/2 = 60 cm.
Recorrendo, novamente, a propriedade da semelhanca de triangulos, concluimos que x/20 = (120 + 120 + z)/z.
Assim, x/20 = 300/60, de modo que x = 100 cm

Resposta: A extremidade esquerda da gangorra esta a 1 m do chao.
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b) (2 pontos)

O triangulo formado pela metade direita da tédbua, pela lateral da base e pelo chao tem angulos internos a, B e
¥, como mostra a figura abaixo, que representa o lado direito da gangorra. Da figura, concluimos que B = 180° —
60° = 120°. Além disso, sen(y) = 60/120 = 1/2. Logo, y = 30°, de modo que a = 180° - 120° — 30° = 30°.

Resposta: O angulo o mede 30°.

b
O triangulo da base da gangorra é equilatero e tem altura 60 cm, como mostra a figura abaixo, na qual se vé a
metade direita da gangorra.

60 600 B

Para determinar a metade do comprimento da aresta da base da gangorra, usamos o teorema de Pitagoras, que
diz que 2r) = 60° + r, ou seja, r=+v60%/3 =60/+/3 =203 cm. Além disso, o triangulo retangulo cuja
hipotenusa mede 120 cm (metade do comprimento da tabua) tem catetos de comprimento 60 cm e (s + ).
Usando novamente o teorema de Pitadgoras, obtemos 120” = 60° + (r + s), de modo que r +5 = 1/120%-602
V14400 —3600 = /10800 = 60+4/3 cm. Assim, s = 60+/3 —204/3 = 404/3 cm.

Usando, agora, a lei dos senos e observando que B = 180° — 60° = 120°, temos sen(a)/ 4043 = sen(B)/120
5en(120°)/120 = +/3 /240 . Logo, sen(a) = 40(~/3)? /240 =120/240 =1/2, de modo que o = 30°.

Resposta: O angulo o mede 30°.

bll)

O triangulo da base da gangorra é equilatero e tem altura 60 cm, como mostra a figura abaixo, na qual se vé a
metade direita da gangorra.

60

A partir do triangulo retangulo cuja hipotenusa mede 120 cm e que tem um cateto com 60 cm de comprimento,
concluimos que cos(30° + a) = 60/120 = 1/2. Logo, 30° + a = 60°, de modo que a = 30°.

Resposta: O angulo o mede 30°.

Provas Comentadas ® Matematica ® 22 Fase



Q)_{\\M — Sgﬂl\ghg_a_ . &ggﬁazoﬂz)é = \0EX - upex
\ ﬁ 30:»\2 ol 607 W
~ /?\ \fﬁ\‘(‘%

BN T.?&%gm s (o) =(60) ~ x°

__‘L_% xz {30300 = 6OB .
O ”’é’" S ba(aad)s x . g =03
AR N 6 0

X

NERTHERN T}
Jao' +d = 6O

]a_d—.50° \
\———-—#

o) ol oo dactiunudad, MMQ%MWM;QMJM\
do e o FQ o,

A compreensao do enunciado é a chave para a solucdo dessa questao de geometria e trigonometria. Em geral,
os candidatos conseguiram formular e resolver corretamente ao menos o item a, de modo que o desempenho
geral na questao foi bom.

Como em toda questdo desse tipo, existem muitas formas alternativas de resolucdo dos dois itens. No item b,

por exemplo, era possivel usar o teorema de Pitdgoras em conjunto com a tangente de 30° + o, como fez o
candidato do exemplo acima da média.

O exemplo abaixo da média ilustra alguns dos erros mais cometidos pelos candidatos. No item a, o aluno conclui
que a extremidade esquerda da gangorra estad a uma altura de 80 cm, provavelmente por ter-se esquecido de
somar os 20 cm que separam a extremidade direita do chao. No item b, esse mesmo candidato supde que o
angulo de medida a é aquele formado entre a tdbua e a reta vertical que divide ao meio a base da gangorra.

Além disso, confunde a. com sen(a), pois escreve a = 1/2 e, logo em seguida, conclui (erroneamente) que o =
60°.
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Questao 20

Uma placa retangular de madeira, com dimensdes 10 x 20 ¢cm, deve ser recortada
conforme mostra a figura ao lado. Depois de efetuado o recorte, as coordenadas
do centro de gravidade da placa (em funcdo da medida w) serdo dadas por

400 - 15w

om2
Xcg (W) = CG(W):M

e
80 — 2w 80 — 2w
20

em que X, é a coordenada horizontal e y., é a coordenada vertical do centro de
gravidade, tomando o canto inferior esquerdo como a origem.

a) Defina A(w), a funcdo que fornece a area da placa recortada em relacdo a w.
Determine as coordenadas do centro de gravidade quando A(w) = 150 cm’. !H__._H
10
b) Determine uma expressao geral para w(x ), a funcdo que fornece a dimensdo w em relacdo a coordenada
Xco. € calcule y, quando x., = 7/2 cm.

I

a) (2 pontos)

Quando w =0, a area é igual a 20x10 = 200 cm’. A cada aumento de 1 cm em w, h& uma reducao de 5 cm’ na
area. Assim, temos A(w) = 200 — 5w.

Quando A(w) = 150, temos 200 — 5w = 150, ou seja, w = 50/5 = 10 cm. Nesse caso,

i (w)_A00-1510 250 25 y (W)_400+(10—2o>2_500_§
€6 80-210 60 6 e 80-2.10 60 3

Resposta: As coordenadas sao x ., = 25/6 cme y_ = 25/3 cm.

b) (2 pontos)

Observamos que (80 —2w)-xcg = 400-15w. Logo, (15 — 2x.Jw = 400 — 80x. , ou seja, w(x.) = (400 —
80x 15 — 2x,).

Se X = 7/2, entdo w(7/2) = (400 - 80.7/2)/(15 — 2.7/2) = (400 — 280)/(15 - 7) = 120/8 = 15.

Assim, y.(15) = [400 + (15 — 20)°)/[80 — 2.15] = 425/50 = 17/2 = 8,5 cm.

Resposta: A expressao geral da funcao é w(x_) = (400 — 80x_)/(15 — 2x.). Quando a coordenada x_, &
igual a 7/2 cm, a coordenada y_, mede 17/2 cm (ou 8,5 cm).

Provas Comentadas ® Matematica ® 22 Fase 18



@ Aw =(20-w). 40 + 5w
Aw= 0-40w+ Sw —> |Afy)= 200 -Sw

Yan(w) = 400 +(w-20? = 400 +{10-20)* = 25

nup: |G 25. 29) 0 -2w 1 -2-10 3
¢ 3/
b) xg,zq-m —> 40-i5w =3 — F00-Fw = F60- Ku
QR ~2w % wW=19

Vo) =400 ¢ (w-20 = 40+ (15-20)* - 439 ={1%
0 -Aw $0-2.43 30 e

Malw) = 5w X ~400+/5.30 = k00450 ==Sa =2 S

(SC= Gws G-2.3C fo-4c 20
vu-=93C
y - 9@+/Mm 2 S
80-2-3 2
an/w=5w
Xeg =2 SCm
Yeo= 25Crs
BZ st"? };HZT*ISW z,?_cz?ﬂK*ZO)
x—-"-}- G =3 ~2.15
4 56014 \w=8110 ~Ow
~Iy wiow = TQ0~5£0 V= -2%
K\ 2240 /  5Q
W= Ll O =37S =2 €
15 735
W/ A yee =2 SCh,

4

Provas Comentadas ® Matematica ® 22 Fase



O item a dessa questdo envolve a definicdo de uma funcédo simples, e o célculo de duas fragdes. Ainda assim,
muitos candidatos nao obtiveram os valores desejados, quer por ndo terem escrito A(w) corretamente, quer por
terem errado em contas (ao elevar ao quadrado um nimero negativo, ou ao simplificar as fragdes, ou mesmo na
conversao das fragdes a forma decimal). No exemplo abaixo da média, o candidato obtém A(w) = 5w, e calula as
coordenadas do centro de gravidade a partir dessa férmula errada, obtendo x.. menor que zero e y.. maior que
a altura da placa.

No item b, é preciso definir a funcdo inversa de x.(w) e usd-la para calcular y... Embora a obtencdo de w(x.,)
nao fosse tarefa facil, muitos candidatos foram capazes de calcular corretamente ao menos a coordenada vy,
como mostra o exemplo acima da média. Tentando fazer o mesmo, o candidato do exemplo abaixo da média

. 2
calcula w = 15 com sucesso, mas erra a resposta por considerar que (-5)" = -25.

Questao 21

Para certo modelo de computadores produzidos por uma empresa, o percentual dos processadores que
apresentam falhas ap6s T anos de uso é dado pela seguinte funcao:

P(T) = 100(1- 279

a) Em quanto tempo 75% dos processadores de um lote desse modelo de computadores terdo apresentado
falhas?

b) Os novos computadores dessa empresa vém com um processador menos suscetivel a falhas. Para o modelo
mais recente, embora o percentual de processadores que apresentam falhas também seja dado por uma

funcao na forma Q(T)=100(1-2"), o percentual de processadores defeituosos apés 10 anos de uso

equivale a 1/4 do valor observado, nesse mesmo periodo, para o modelo antigo (ou seja, o valor obtido
empregando-se a funcdo P(T) acima). Determine, nesse caso, o valor da constante c. Se necessario, utilize
log,(7) ~ 2,81.

a) (2 pontos)
Queremos determinar o instante T tal que P(T) = 75. Nesse caso, temos 75 =100(1-2"2""), de modo que
0,75=1-2"9" ou 279" =025=1/4 =272 Logo, -0,1T = -2, ou seja, T = 20 anos.

Resposta: Em 20 anos, 75% dos processadores apresentarao falhas.

b) (2 pontos)

Para T = 10, temos Q(10) = P(10)/4 = 100(1-27")/4 = 100/8. Assim, 100(1-2'%)=100/8, de modo que

2'%¢ = 7/8 . Aplicando o logaritmo na base 2 aos dois lados da equacao, obtemos 10c = log,(7) — 3. Logo, ¢ =

(2,81 -3)/10=-0,019.

Resposta: A constante c vale -0,019.
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Essa questao tem o objetivo de verificar se os candidatos sao capazes de reescrever nimeros como poténcias de
uma base fixa, de manipular expoentes e de aplicar corretamente as regras dos logaritmos. Embora a questao
tenha um formato classico, observa-se que a combinacdo de fragcdes, expoentes e logaritmos causa dificuldades
aos alunos do ensino médio.

Um erro muito comum no item a aparece na prova do exemplo abaixo da média. Nela o candidato converte
75% em 3/4, e tenta prosseguir, sem obter sucesso. Observe-se que, aplicando essa conversdo incorreta de
porcentagem em fracdo, é possivel determinar um instante no qual mais que 100% dos processadores
apresentam falhas, o que ndo faz sentido (se o leitor tiver curiosidade, pode usar uma calculadora para
determinar o valor de T tal que P(T) = 1).

No exemplo acima da média, apesar de o candidato ndo detalhar todos os passos da resolucdo dos dois itens, é
possivel concluir que ele sabe manipular corretamente logaritmos e poténcias.

Questao 22

Suponha um trecho retilineo de estrada, com um posto rodoviario no quilémetro zero. Suponha, também, que
uma estacdo da guarda florestal esteja localizada a 40 km do posto rodovidrio, em linha reta, e a 24 km de
distancia da estrada, conforme a figura ao lado.

o —
P . , Guarda i
a) Duas antenas de radio atendem a regido. A area de florestal
cobertura da primeira antena, localizada na estacdo da
guarda florestal, corresponde a um circulo que @\&‘

tangencia a estrada. O alcance da segunda, instalada no
posto rodoviario, atinge, sem ultrapassar, o ponto da
estrada que esta mais préximo da estacdo da guarda
florestal. Explicite as duas desigualdades que definem as
regides circulares cobertas por essas antenas, e esboce &

24 km

Posto rodoviario

essas regiées no gréﬁCO abaiXO, identificando a é&rea ﬁ

coberta simultaneamente pelas duas antenas. km 0 Estrada

b) Pretende-se substituir as antenas atuais por uma Unica
antena, mais potente, a ser instalada em um ponto da estrada, de modo que as distancias dessa antena ao
posto rodovidrio e a estacdo da guarda florestal sejam iguais. Determine em que quilémetro da estrada essa
antena deve ser instalada.

a) (2 pontos)
O ponto da estrada mais proximo da guarda florestal esta no quilémetro ¥40% —24% = 1024 =32.

A férmula geral de um circulo centrado em (x,,yo) e com raio r é (x —x,)% +(y —yg)? <r?. Como a primeira

antena estd centrada na estacdo da guarda florestal e seu sinal atinge (mas nao ultrapassa) o ponto da estrada
calculado acima, temos (xq,yo) =(32,24) e r = 24. Assim, a area de cobertura da primeira antena é dada por

(x—32)? +(y—24)% <242,
Como a segunda antena estd instalada no posto rodoviario e seu sinal também alcanca, sem ultrapassar, o
ponto (32, 0), temos (xq,y0)=(00) e r = 32. Logo, a d4rea de cobertura dessa antena é dada por

x? + y2 <322,
As regides cobertas pelas antenas estdo representadas no grafico abaixo.
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Resposta: As regiées de cobertura das antenas sido dadas por (x — 32)° + (y - 24)’ < 24’ e x* +y’ < 32°.
Essas regioes estdo representadas na figura acima. A regido mais escura é aquela coberta
simultaneamente pelas duas antenas.

b) (2 pontos)

Queremos encontrar um ponto na forma (x,0) tal que sua distancia em relagdo aos pontos (0,0) e (32,24) seja a

mesma. Assim, (x —0)% +(0-0)? = (x —32)? + (0 —24)?.

Reescrevendo essa equacdo, obtemos x2 = x% —64x + 1024 + 576, de modo que x = 1600/64 = 25.

Resposta: A antena deve ser instalada no quiléometro 25 da estrada.

b’)

Na figura ao lado, que ilustra o problema, os pontos O, A e C representam,
respectivamente, o posto rodovidrio, a estacdo da guarda florestal e o ponto de

instalacdo da nova antena.

Usando o teorema de Pitdgoras, obtemos x? =(32-x)% +24%, ou seja,

x% = x% —64x + 1024 +576. Desse modo, x = 1600/64 = 25.

Resposta: A antena deve ser instalada no quildmetro 25 da estrada.

b")

Na figura ao lado, que ilustra o problema, os pontos O, A e C representam,
respectivamente, o posto rodovidrio, a estacdo da guarda florestal e o ponto de

instalacdo da nova antena.

Da figura, concluimos que cos(a) = 32/40 = 4/5. Usando, agora, a lei dos
cossenos, obtemos x? =x? +40% —2-40-x-cos(a), de modo que 64x
1600. Logo, x = 1600/64 = 25.

Resposta: A antena deve ser instalada no quildmetro 25 da estrada.

b")

Considere o segmento OA que liga o posto rodoviario a estacdo da guarda
florestal. Esse segmento pertence a reta y = (24/32)x = (3/4)x. O ponto
médio do segmento OA é (16,12).

Queremos encontrar um ponto na forma (x,0) que pertenca a reta que é
perpendicular ao segmento AO e passa pelo ponto (16,12). Essa reta tem
coeficiente angular —4/3 e é dada por (y — 12) = —(4/3)(x — 16). Assim,
tomando y = 0, obtemos —12.3 = -4(x — 16). Logo, x = (4.16 + 12.3)/4 = 25.

Resposta: A antena deve ser instalada no quildmetro 25 da estrada.
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Apesar de geometria analitica ser considerado um tépico dificil pelos alunos do ensino médio, o item a dessa
guestao é simples, pois requer apenas o esboco de dois circulos e a formulacao de duas desigualdades. Ja o item
b exige o uso de conceitos matematicos mais complexos. Ainda assim, como se vé acima, esse Ultimo item pode
ser resolvido de varias formas diferentes, facultando-se ao candidato escolher o caminho que lhe parecer mais
rapido.

A maior dificuldade da questao estd associada a compreensao do enunciado que, de fato, é longo. Assim, por
exemplo, muitos candidatos imaginaram que, no item b, era preciso encontrar o ponto da estrada mais proximo
do ponto médio do segmento OA e nado o ponto equidistante dos dois postos. Dessa forma, tentaram resolver o
item aplicando a semelhanca de triangulos ou o teorema de Pitdgoras, como no exemplo abaixo da média.

No item a, 0s erros se concentraram na troca da equacao da circunferéncia pela formula da area do circulo, bem
como no tracado incorreto das circunferéncias. Observando o exemplo abaixo da média, constatamos que o
candidato determinou corretamente as coordenadas do posto da guarda florestal, mas nao apresentou as
desigualdades, além de ter feito um esboco errado do circulo de centro na origem, que nao deveria ter pontos
com abscissa ou ordenada maior que 32.

No exemplo acima da média, o candidato resolve o item b aplicando corretamente a férmula do seno do arco
duplo e a relacdo entre angulo central e angulo inscrito na circunferéncia. Ja no item a, ele peca por fornecer
duas equacdes em lugar de desigualdades.

Questao 23

Um engenheiro precisa interligar de forma suave dois trechos paralelos de uma estrada, como mostra a figura
abaixo. Para conectar as faixas centrais da estrada, cujos eixos distam d metros um do outro, o engenheiro
planeja usar um segmento de reta de comprimento x e dois arcos de circunferéncia de raio r e angulo interno a.

estrada

a) Se o engenheiro adotar a = 45°, o0 segmento central medird x = dv2 — 2r(¥/2 = 1) . Nesse caso, supondo que
d=72m, er=36 m, determine a distancia y entre as extremidades dos trechos a serem interligados.

b) Supondo, agora, que o = 60°, r =36 m e d = 90 m, determine o valor de x.
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a) (2 pontos)
O diagrama acima mostra que y = 2r.sen(a) + x.cos(a). Para r = 36, d = 72 e a = 45° temos
Xx=72402-236(W2-1)=72m e y=2362/2+72J2/2 =722 m.

Resposta: y = 722 m.

b) (2 pontos)
A partir do diagrama acima, concluimos que d = 2r — 2r.cos(a) + x.sen(a). Supondo que r =36, d =90 e a =

60°, temos 90 = 2.36 — 2.36.(1/2) + x.(+/3/2) , donde x = (90 — 36).2/+/3 = 108/+/3 = 36+/3 m.

Resposta: x = 3643 m.

Ly X

R }m B 4C7 36 x=36V2
P
Z

N\ - 4z 36NZ.2 Dus 32Vz2
y \} V)

o) | .
N Ty o=t =by=12V3
e s N 26

%

= i [0 Swéoz 18 o 4=12V3

N \
4

X £4 L Xz 3 ([;\]-3)

0 valen ol x o~ 36U3 m

Provas Comentadas ® Matematica e 22 Fase



T P TRV A——
\3;");2’% |3"’\q

) 2. 9042 - 2.36 (42 1)
s> 012 - 242 + 32
‘l_—)r:- ‘84’lm h ?2—::\\\

Essa questdo é, certamente, a mais dificil da prova. Seu propdsito é apresentar uma aplicacdo pratica de
trigonometria que seja acessivel aos alunos do ensino médio. Problemas de concordancia entre retas e arcos de
circunferéncia sdo muito frequentes, ndo se limitando ao projeto de estradas.

O exemplo acima da média apresenta uma estratégia de resolucao curiosa para os dois itens. No item a, o
candidato constata que, quando a = 45°, os centros das circunferéncias de raio r estdo na mesma altura do
desenho, de modo que y/2 (que, infelizmente, o aluno denomina x) é a hipotenusa de um triangulo retangulo
gue tem dois angulos internos de 45°. No item b, adotando procedimento semelhante, ele observa que hd uma
diferenca de 18 m entre as coordenadas verticais dos centros das circunferéncias e usa esse fato para determinar
x. Apesar de usar a mesma letra para representar duas medidas diferentes, e de nao explicar alguns passos,
como a obtencdo de x no item a, o candidato soube resolver a questao de forma eficiente e original.

No exemplo abaixo da média, o candidato parece ndo compreender o que y representa na figura, pois, no item
a, calcula o comprimento do trecho de estrada a ser construido, em lugar da distancia solicitada. No item b, o
mesmo candidato usa a féormula de x fornecida no item anterior, sem reparar que ela sé é valida quando o =
45°,

Questao 24

A caixa de um produto longa vida é produzida como mostra a sequéncia de figuras abaixo. A folha de papel da
figura 1 é emendada na vertical, resultando no cilindro da figura 2. Em seguida, a caixa toma o formato
desejado, e sdo feitas novas emendas, uma no topo e outra no fundo da caixa, como mostra a figura 3.
Finalmente, as abas da caixa sdo dobradas, gerando o produto final, exibido na figura 4. Para simplificar,
consideramos as emendas como linhas, ou seja, desprezamos a superposicao do papel.

] @mendas \:

\ )

. - : | S/

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

a) Se a caixa final tem 20 c¢m de altura, 7,2 cm de largura e 7 cm de profundidade, determine as dimensées x e
y da menor folha que pode ser usada na sua producao.
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b) Supondo, agora, que uma caixa tenha secdo horizontal quadrada (ou seja, que sua profundidade seja igual a
sua largura), escreva a férmula do volume da caixa final em funcdo das dimensdes x e y da folha usada em
sua producao.

a) (2 pontos)

Como desprezamos as emendas, o valor de x corresponde ao perimetro do retangulo da base da caixa. Assim, x
=272+27=284cm.

Ja o valor de y é dado pela soma da altura da caixa com o dobro da metade da menor dimensao de sua base, ou

seja, y =20 + 2-(7/2) = 27 cm.

Resposta: A folha de papel deve ter dimensdes x = 28,4 cm e y = 27 cm.
b) (2 pontos)

Como a caixa tem secdo quadrada, o lado de sua base mede x/4.

Além disso, a altura da caixa mede y — 2- (x/4)/2 =y — x/4.

Logo, o volume da caixa é dado por V = (x/4)’(y — x/4), ou V = (4x’y — X’)/64.

Resposta: O volume da caixa é dado por V = (4x’y - x°)/64.
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Essa questdao de geometria espacial envolve conceitos matematicos simples, mas exige dos candidatos a
visualizacdo do processo de producdo da caixa de um produto longa vida. Como essa visualizacdo nao é tarefa
simples, muitos candidatos consideraram que y era igual a altura da caixa ou, como fez, no item a, o candidato
do exemplo abaixo da média, igualaram a area da superficie da caixa a area da folha de papel, desconsiderando
as pontas que sdo dobradas para baixo entre as figuras 3 e 4. Curiosamente, esse mesmo candidato usa y como
altura da caixa no item b, além de empregar uma férmula errada para o volume.

Seria bom se, ao fazer a prova, o candidato tivesse a oportunidade de pegar uma folha de papel para construir a
caixa. Nesse caso, certamente, a maioria seria capaz de resolvé-la. O candidato do exemplo acima da média,
entretanto, sem precisar recorrer a esse artificio, ndo sé compreendeu perfeitamente como a caixa é montada,
como apresentou uma resolucao bastante clara, coroada por um 6timo desenho.
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