Comissao Permanente para os Vestibulares
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MATEMATICA

INTRODUCAO

Para efeito de comparacdo, apresentamos na Tabela 1 as medianas obtidas pelos candidatos em cada questdo
como uma mediana de dificuldade. MF quer dizer muito facil, F é facil, D é dificil e MD é muito dificil. Cada

questdo pode valer entre O (zero) e 4 (quatro) pontos. Assim, distribuimos as classificacbes como segue: MF €

[3,4], Fe [2,3],D € [1, 2], MD € [0, 1]. Com esse critério obtivemos, a posteriori, uma questdao MF, quatro
questoes F, uma questao D e seis questoes MD.

Na ultima coluna da Tabela 1 colocamos o valor médio atingido pelos candidatos em cada questdo. Nas colunas
intermedidrias colocamos os topicos e subtépicos do programa gue consta no Manual do Candidato e que foi
reproduzido com adaptacdes ao final deste documento.

A nota média da prova de matematica da segunda fase foi 18 em 48 pontos, isto é, 38% do total possivel, e o
desvio padrdo é 11,7, sendo que a mediana ficou em 16 pontos (33%) e o terceiro quartil ficou em 27 pontos
(56%).

Assim, um quarto dos candidatos obteve notas entre 27 (56%) e 48 (100%) pontos, sendo que uma duzia de
candidatos acertou todas as questdes de Matematica da segunda fase.

Tabela 1: Prova de Matematica — Segunda Fase

TOPICOS DIFICULDADE i
QUEST. | APLIC. MEDIA
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | MF | F D | MD
13 X f a X 3,1
14 b,e X 1,3
15 X h a X 1,9
16 X af X 1,9
17 X d d X 2,2
18 X a C f X 2.3
19 b,c,f X 1,0
20 X f b X 1.1
21 a,d d X 1,3
22 a,d X 0,8
23 X h C X 0,4
24 X e,h X 0,7
TOTAL 8 3 3 1 1 2 4 1 5 1 0 1 4 1 6 18

Questao 13

Em 14 de outubro de 2012, Felix Baumgartner quebrou o recorde de velocidade em queda livre. O salto foi
monitorado oficialmente e os valores obtidos estdo expressos de modo aproximado na tabela e no gréfico
abaixo.

a) Supondo gue a velocidade continuasse variando de acordo com os dados da tabela, encontre o valor da
velocidade, em km/h, no 30°segundo.

(@]

Tempo (segundos) 1 2 3 4
Velocidade (km/h) 0 35 70 105 140

b) Com base no grafico, determine o valor aproximado da velocidade méxima atingida e o tempo, em
segundos, em que Felix superou a velocidade do som. Considere a velocidade do som igual a 1.100 km/h.
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MATEMATICA
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Resposta Esperada
a) (2 pontos)

. ~ . Lt = k
Considerando uma Progressao Aritmética com a, = 0 km e razdo r =35 =

I

hXs
30 0 J X F

b) (2 pontos)
A velocidade méxima atingida foi um pouco mais que 1.300km/h.

O saltador atingiu a velocidade do som em torno de 45 s.
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MATEMATICA e
Exemplo Acima da Média
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Exemplo Abaixo da Média
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Exemplo com erro de contagem do termo da progressdo aritmética no item a e também estimativa ruim para o
tempo em que a velocidade chegou ao méaximo.

Comentarios
Esta foi a questdo mais facil da prova, que exigiu apenas os conceitos de progressdo aritmética ou
proporcionalidade e interpretacdo numérica de graficos no plano cartesiano.
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MATEMATICA

Questao 14
Os lados do triangulo ABC da figura abaixo tém as sequintes medidas: AB = 20, BC = 15 e AC = 10.

B

A C

a) Sobre o lado BC marca-se um ponto D tal que BD = 3 e traca-se o segmento DE paralelo ao lado AC. Ache
a razdo entre a altura H do triangulo ABC relativa ao lado AC e a altura h do triangulo EBD relativa ao lado
ED, sem explicitar os valores de h e H.

b) Calcule o valor explicito da altura do triangulo ABC em relacao ao lado AC.

Resposta Esperada
a) (2 pontos)
Por semelhancas de triangulos,

b) (2 pontos)
Considerando os dois triangulos retdngulos ABG e CBG, podemos escrever

(10 + x)? + H2 = 202, x2+ H? = 152,
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Desenvolvendo a primeira equagao e eliminando x, obtemos

102 4+ 20x + x2 + H? = 20? & 10?% + 20x + 15% = 20 = 20x = 20? — 10% — 152 = 400 — 100 — 225 = 75.

Portanto,

E, assim,
1

H? =152 —x2 =157 (1- ) = 152 x 2 = H = 215 ~ 14,52
4 4 4

E possivel usar a férmula de Heron em conjunto com a definicdo da area do triangulo.

Exemplo Acima da Média
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Exemplo Abaixo da Média 7
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Exemplo que apresenta um erro tipico na tentativa de solugdo do item a.
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Exemplo que apresenta um erro tipico na tentativa de solucdo do item b.
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Comentarios
Esta é uma questdo de geometria plana que foi considerada dificil, sendo que a pontuacdo média foi de 1,3
sobre 4 pontos possiveis.

Questao 15

A superficie de um reservatério de agua para abastecimento publico tem 320.000 m* de area, formato
retangular e um dos seus lados mede o dobro do outro. Essa superficie é representada pela regido hachurada na
ilustracdo abaixo. De acordo com o Cédigo Florestal, é necessario manter ao redor do reservatério uma faixa de
terra livre, denominada Area de Protecdo Permanente (APP), como ilustra a figura abaixo. Essa faixa deve ter
largura constante e igual a 100 m, medidos a partir da borda do reservatério.

a) Calcule a area da faixa de terra denominada APP nesse caso.

b) Suponha que a 4gua do reservatério diminui de acordo com a expressao V(t) =V, 27¢, em que V, é o
volume inicial e t é o tempo decorrido em meses. Qual é o tempo necessario para que o volume se reduza a
10% do volume inicial? Utilize, se necessério, log,, 2 = 0,30.

Resposta Esperada

a) (2 pontos)

Seja x o comprimento de um dos lados. Entdo, x X 2x = 32 X 10*m? = x = 400m. Os quatro retangulos laterais
da APP terdo 4rea 6x x 100m? = 24 x 10*m?.

Para completar a APP, ha quatro setores circulares iguais a um quarto de circulo de raio 100 m, resultando em
um circulo completo de drea m x 100%m? = 7 x 10*m?2. Assim, a APP serd de (24 + ) X 10*m?2.

b) (2 pontos)

YO 00p =015 27t = = = 26 = 10 o tlogyg2 = 1 = t = — t_10
= = = = — = = = =t = ~ =
A 0= 10 0910 logie2 03 3

Ou seja, aproximadamente 3 meses e 10 dias.
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Exemplo Acima da Média
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Exemplo Abaixo da Média
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Exemplo com erro tipico no célculo de area.

Provas Comentadas ® Matematica e 22 Fase



MATEMATICA
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Exemplo com erro tipico na solucao final da equacdo exponencial.

~%

Comentarios
Essa questao foi considerada facil, com média 1,9, e tratou de geometria plana e trigonometria.

Questao 16

A numeracdo dos calcados obedece a padrdes distintos, conforme o pais. No Brasil, essa numeracdo varia de um
em um, e vai de 33 a 45, para adultos. Nos Estados Unidos a numeracdo varia de meio em meio, e vai de 3,5 a
14 para homens e de 5 a 15,5 para mulheres.

a) Considere a tabela abaixo.

Numeracao brasileira (t) | Comprimento do calcado (x)

35 23,8 cm
42 27,3 cm

Suponha que as grandezas estdo relacionadas por funcdes afins t(x) = ax + b para a numeracao brasileira e
x(t) = ct +d para o comprimento do calcado. Encontre os valores dos pardametros a e b da expressdo que
permite obter a numerac¢édo dos calcados brasileiros em termos do comprimento, ou os valores dos parametros
¢ e d da expressao que fornece o comprimento em termos da numeracao.

b) A numeracdo dos calcados femininos nos Estados Unidos pode ser estabelecida de maneira aproximada pela
funcdo real f definida por f(x) = 5(x — 20)/3, em que x é o comprimento do calcado em cm. Sabendo que
a numeracgao dos calgados n,forma uma progressdo aritmética de razédo 0,5 e primeiro termo n; =5, em
que ny, = f(C,), com k natural, calcule o comprimento Cs.
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Resposta Esperada
a) (2 pontos)

= = = = =2
X=Xy Xm— X x—238 273-—-238 3,5
De
t—35 _,
x—238 '
segue que
t=2x—2x%X238+35=2x—-12,6
e
_L 35+238 +6,3.
*T272 =2
Assim,

1
a=2xcm™%, b=-126, c=5><cme d=63Xxcm.

b) (2 pontos)
1
n5=n1+§><4=5+2=7=>f(c5)=7

5 21 1
= 5(5=20)=7 ¢ == +20=4+5+20 =242

Portanto, ¢ = 24,2 cm.

Exemplo Acima da Média

N) t) - X+ h

I tebifov, fomos 00 : [3S - 734N + b
‘JZ = 'Z-‘{3N+b 3

Ressfvnds o sistomey . 7330 - 23800 4+ (b-b) - 47-35 o [W=2
S.'ub:fifu}m'ﬁ_ temes guu 30 738 (Z) 4 b o |bs_-126

ke 0 panimitars w vb Velrw, meptctivomenty, T4 - 12, q.

b) M, Me s : A mﬁO,Sf N, = 5
bodt auy Mk= F(ck) o Ne = F(Cs)

I - A M+ 4= £(Cs) v B+ 408 £(Cs)
: f(C) -1
fntds - £(%) . S{X-20) o~ $(Cc) =9 - 6(Cc-20) .-
E 3

o 2l 5Gg - 00 - B5Cc- 121 4 |Cp - 24,7 ad

Koo @ Csm;rf?m!nh C¢ ‘fﬂfU Z‘{,iw-
[

Provas Comentadas ¢ Mateméatica e 22 Fase



MATEMATICA

Exemplo Abaixo da Média

0) |35=0228+b (A O 3-350 = o=2
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Exemplo com erro tipico no item a.

nez D, (,c*_<;-3‘3’ Ko '“-'—‘-'33.1"-1 Ce=-20 ==
-

2> QS:/‘Q‘! ey = al‘&m
D)

Exemplo com erro tipico no item b.

Comentarios
Essa questdo foi considerada facil, teve média 1,9 e tratou de fungoes.

Questao 17
Na formulacdo de fertilizantes, os teores percentuais dos macronutrientes N, P e K, associados respectivamente a
nitrogénio, fésforo e potdssio, sdo representados por x, y e z.

a) Os teores de certo fertilizante satisfazem o seguinte sistema de equacdes lineares:
(3x+y—z =0,20

2y+z=0,55
z=0,25

Calcule x e y nesse caso.

L VA SN N— SRR SR
; : : ; i b) Suponha que para outro fertilizante valem as relacoes 24% < x +
s S R L. y+z<54%, x=10%, y=20% e z=10%. Indiqgue no plano
cartesiano abaixo a regido de teores (x,y) admissiveis para tal
. : . . fertilizante.
E17 L bl A
20 ).
10%) b ccecccdecccecemcbeccaccemdecc————————
; : : : ioase
0% : H H H {x

0% 10% 20% 30% 40% 50%



MATEMATICA

Resposta Esperada
a) (2 pontos)
A solucdo do sistema é obtida por substituicdo revertida.

(
3x+y—2z=0,20= 3x = (0,20 - 0,15+ 0,25) = 0,30 = x = 0,10 = 10%
2y +2=055=2y=0,55-025=03=y=0,15= 15%
k z=0,25=25%

b) (2 pontos)

Substituindo o valor de z = 10%, temos 14% < x + y < 44%, que define uma regiao entre duas retas. As outras
duas retas paralelas aos eixos, x = 10% e y = 20%, estabelecem a fronteira esquerda e a fronteira inferior da
regido, respectivamente.

y 1
50% R I, b e
i
i
i
A0%

——————————————————————————————————————————————————

30%

B —

2om| 0 e ‘;___ IIII E
~ :rIC-, 20) : . ' i i
AN | ; N | |
ST I L N S
\ N
0% | H 1 H L x
0% 10% 20% 30% 40% 50%
Exemplo Acima da Média
Q) Q buc +y 2 O8C 3ty 3 = O,8
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by =5 m‘fa
& Iu%e € X+ et 3 5 SH% ' o 3 40T

Wb 2 K ddh & M 5 20%
fu%h £ X+ £44%
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riys % My - 44 %
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Exemplo Abaixo da Média
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Exemplo com erro tipico no item a.
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Exemplo com erro tipico no item b.
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Comentarios

Essa questao foi considerada facil, teve média 2,2 e tratou de funcoes e de sistemas lineares.

Questao 18

O diagrama abaixo indica a distribui¢do dos alunos matriculados em trés cursos de uma escola. O valor da
mensalidade de cada curso ¢ de R$ 600,00, mas a escola oferece descontos aos alunos que fazem mais de um
curso. Os descontos, aplicados sobre o valor total da mensalidade, sdo de 20% para quem faz dois cursos e de

30% para os matriculados em trés cursos.

a) Por estratégia de marketing, suponha que a escola decida divulgar os percentuais de desconto, calculados
sobre a mensalidade dos cursos adicionais e ndo sobre o total da mensalidade. Calcule o percentual de
desconto que incide sobre a mensalidade do segundo curso para aqueles que fazem dois cursos e o
percentual de desconto sobre o terceiro curso para aqueles que fazem trés cursos.

b) Com base nas informagdes do diagrama, encontre o nimero de alunos matriculados em pelo menos dois

cursos. Qual a probabilidade de um aluno, escolhido ao acaso, estar matriculado em apenas um curso?

Resposta Esperada

a) (2 pontos)
2 cursos: 2 x 600 = 1.200. O desconto de 20% ¢é igual a 240. Assim,

240—04—4O‘V
600

3 cursos: 3 x 600 = 1.800. O desconto de 30% ¢ igual a 540. Assim:

540—09—9O‘V
600 0

b) (2 pontos)
Matriculados em pelo menos dois cursos: 3+2+4+7=16 alunos
Total de alunos: 16+6+8+9= 39 alunos.

Probabilidade de um aluno estar matriculado em apenas um curso:

39-16 23 500,
39 39 77
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Exemplo Acima da Média

Exemplo Abaixo da Média

o) (oo — ook GO, —— Aol
X ——— Dok = 0,00, Y —— 80 = 0 @,
box = \va20m , Uy = Mo
Xz A\ oo - vy = Mo Gop -
320 | A0
48 90 00 & 4% o0

b) 23432 +4+2:306
Ao _olunon 1A8S veatnicuSoon Fve ple yoimo olon Cunon.

Exemplo com erro tipico no item a.
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o) 1% 190000 - 100, NG 180000 = 1000
e x - Q. x ~ a0,
L= QYOS x= LY 840 00
GO0 = 100 OO . 100
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Exemplo com erro tipico no item b.

Comentarios
Essa questao foi considerada facil, teve média 2,3 e tratou de conjuntos, contagem e probabilidade.

Questao 19

Considere a familia de retas no plano cartesiano descrita pela equacdo (2 —p)x+ (2p+ 1)y +8p +4 =0, nas
varidveis x e y, em que p é um parametro real.

a) Determine o valor do parametro p para que a reta correspondente intercepte perpendicularmente o eixo y.
Encontre o ponto de interse¢do neste caso.

b) Considere a reta x + 3y + 12 = 0 dessa familia para p = 1. Denote por A o seu ponto de interse¢do com o
eixo X e por 0 a origem do plano cartesiano. Exiba a equacéo da circunferéncia em que o segmento 0A é
um diametro.

Resposta Esperada

a) (2 pontos)

y = constante implica2 —p=0=p = 2.

Substituindo esses valores na expressao, obtemos 5y + 16 +4=0=>y = ? = —4. Portanto, o ponto de
intersecédo é (0, —4).

b) (2 pontos)

y =0 = x = —12. Portanto, 4 = (—12,0).

Entdo, a circunferéncia tem Centro = (—6,0) e Raio = 6. Assim, a equagéo é (x + 6)%? + y? = 36 © x? +
12x +y%2 = 0.
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Exemplo Abaixo da Média
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Exemplo de erro na equacao da circunferéncia no item b.

-

(x-6Y7Y*23¢

:\:.
?

=z

Comentarios
Essa questao foi considerada muito dificil, teve média 1,0 e tratou de geometria analitica.

Questao 20

Numa piscina em formato de paralelepipedo, as medidas das arestas estdo em progressdo geométrica de razéo
q>1.

a) Determine o quociente entre o perimetro da face de maior area e o perimetro da face de menor area.

b) Calcule o volume dessa piscina, considerando g = 2 e a 4rea total do paralelepipedo igual a 252 m?2.

Resposta Esperada

a) (2 pontos)

Se as arestas medem a, qa € g2a com g > 1, entdo o perimetro da menor face é 2(a + qa) e o da maior face é
2(qa + g*a). Portanto, o quociente pedido é

2(qa+q*a) qa(l+q) _
2(a + qa) B a(l+q) h

b) (2 pontos)
A area total da piscina é

2(a%q + a?q® + a?q®) = 2a?q(1 + q + q%) = 4a*(1 + 2 + 2%) = 28a? = 252.
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252

Portanto, a? = Py 9 = a = 3m. Assim, as arestas medem 3,6 e 12m.

Logo, o volume da piscina é V = a x qa X q%a = (qa)® = (2 x 3)3 = 216m3.

Exemplo Acima da Média

Q) ipu = 2o &.9'.\
’)f\mmrmv =‘8b!oJ-a o) Q:M\,
ol \ ‘}] 2.0 YamBu

Qx Q:!O‘**QQ, e SR"' !ﬂ —t Q:O;

\ g q
Coaatn® da Jote s money Suow 0 dov Joctduumer,

> | >
QM0 A O
T

b VN=0.4.0.0 +V-0%
9

Avorar = . 0.9.0.4 &.agrd+ 3.a.9. '=7-0?'{Ql4 L+ 1)
5 G \ 5

‘?o"{a.-kl-k_\_\,-—?ﬁ'z. -+ o=

\I: 63 ':'2\6\‘1\‘b

_O votuwu, dona. pineinoy o ANem?®
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Exemplo Abaixo da Média
&—') &.L—? -
- (e }_(C«.i‘('{}.cll) 4 Z(Cw-cr;)
N K £ 2al t 1(al.q)
D i P . 2z0alqgit] - 1
7. 1
£ 2a1.(itg)
et . eia) lei. ard) 12(es2 tegd) =252
doltt faf s lbe* 252
28ed® =252
ot =[63
r=7
Vet . Z2at -4ey
Ciel V- spq il
2 ] V1 /
V=% J& —
r7
Exemplo de erro comum nos dois itens.

[ Ae a> bye P& (a, b, c)
4——"1//5 . le h: E:;_—
—= _

zl.&eg.uméz__;’_épﬂlie-*zﬁ 2pm s____,zﬁ‘g,,ziw"mfé
Loce memer ! 2p=2b*2¢ Zpm 24+ 2¢ b+c

b la =gl o dias rLihic 2 25202
abt ac + be = 126 (%)

2= 7 beda ) Subsd aw(Z) 28"+ fat 4 8a* = L26
Ya f LYa" = £26

;3

a® = VA 2% I
4z 6 m
C = LZw

Ve he 23612 o 2L6a7

Exemplo de erro comum no item a.
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_Q)__q-; 2? W % = zfal.“ 203
2r Y.as+ 2.4ar
,%fy_gz,#a.s N

O L+ Q7

bY a... a.on =V
Q=2 A=1%72
A= 2Cau. Q1)+'Z(,Ou as) + 2 (o as) 252
Dy, O = 0-:_.__:_ \
Oz -l
(e S, WY
251 = 2 (au: am) + 2oy bay )+ 20aa . ‘fac)
262 = Lala g__g,x « Voait
WL = 2Wgait
o - 9 —
Ay =3 Q2= oz - AL
N=26.12 = 2Yom?

Exemplo de erro comum no item b.

Comentarios
Essa questao foi considerada muito dificil, teve média 1,71 e tratou de conjuntos e geometria espacial.

Questao 21

Considere o polindmio p(x) = x2 — 11x + k + 2, em que x é variavel real e k um pardmetro fixo, também real.

a) Para qual valor do parémetro k o resto do quociente de p(x) por x — 1 é igual a 37

b) Supondo, agora, k = 4, e sabendo que a e b sao raizes de p(x), calcule o valor de sen (Z + %)

Resposta Esperada
a) (2 pontos)
Por divisao explicita,
x> —11x +k+2 |x—-1

-x? +x x—10
—10x +k+2
—10x —10
k—8.

Por Briot-Ruffini,

1 —-11 k+2)1
1 —-10 k-8

Pelo teorema do resto, p(1) =1 - 11+ k + 2 = k — 8 = resto.
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Assim, paraque k —8=3=>k = 11.

b) (2 pontos)
Agora temos p(x) = x? — 11x + 6 e, pelas propriedades das raizes desse polinémio, a+ b = 11 e ab = 6. Por

outro lado,
7r+7r_7r(a+b) 117r 12-1 s

N | =

Assim, sen (g + %) = sen (27‘[ — %) = sen (— g) =

Exemplo Acima da Média

a. 3 _._.L\mu!k*aa
1 l-Jo lkra-4o = K+a-1023 DK=J)

L-.&:.{.o.rrfbrr\ = o [rlogb)) -
b ) Vab )

FY 2 2 L B

A o2

Exemplo Abaixo da Média
o) K= -0

\i "&0 "'\([Hﬂ

0= R (Re nulis)

“woen= ¢ 4(\1«-—0!5 2= ~—3’\

) nee B %) = =EY

Q,D z.L\ =Y .-Mfy L(o
E A= (AP MM (6) = - W= T

N T I

N N MY
3 ; A v, ==
A\ 2 el A A ‘ii | = AU E =z =33
(& % o wfa | Y
Y N Y

Exemplo de erro comum no item a.
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O Mot ndor fe) zxl ol KE
P(*’-\: ﬁ’)

Dudm Mio ALY "\M’—‘»—&%‘&'L wod - vuﬂa&éﬂ__Mi&mwmw
n\\l&b |

Nt

Exemplo de erro tipico em ambos os itens.

oy xZ-Mx +kt+2v -4 =2 -40

-T2 §C
S U TR T

AN x -4 0D .

_R-l0ru = Alx) _
REXD=3 o k102223  ofdo14]
S volox. do k. & do 4.

b) 9 k=4, fem-iza: p(x): 2-Ux ¥+

A=b?-Joe =(.M)7—-H(;)(6)

A=121-24 - 83 a-U41+{87)/7
o= -btfp = a1 txy ‘<b=(44-[3_?)/_2
_za_ 2
o/ T + T\: moe W reoW +me W oo T =
‘ \> b/ Ou b b o,
L oha At - O 2W + ooz, 20C . Lps 20T
11+{33 41-797 41-733 TR

Exemplo de resposta inesperada no item b.

Comentarios
Essa questao foi considerada muito diffcil, teve média 1,3 e tratou de polindmios e trigonometria.

Questao 22
1 a

Considere a matriz A, = [ ‘ gue depende do parametro real a > 0.

_1 oy

a

a) Calcule a matriz (4, + Azq)?.

. X7, .
b) Um ponto no plano cartesiano com as coordenadas [y] é transformado pela matriz A, em um novo ponto
da seguinte forma:
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!

M

x+ay

-]

SV b
a* ™Y

Calcule o valor de a, sabendo que o sistema 4, [;] = [_26] admite solucéo.

Resposta Esperada
a) (2 pontos)
A soma das matrizes é:

Sua multiplicagdo por ela mesma é:

) 2 3a]] 2 3a 4—3 6a — 6a
(Ag+A0)°=|_3 =2||_3 —=2|= 3+3 _§+4 =

2a 2a

a a

b) (2 pontos)
O determinante da matriz é zero. Portanto, o sistema vai admitir solucdo se as duas equacbdes forem
dependentes, isto &,

x+ay = —6 - {x+0[y = -6
—-x—ay =2a

1
—;x—y—Z

Exemplo Acima da Média
22- | |
o) AvsPov-[ 1  ot]af d 2ol = [ 2 3o ]
Mo -l Yo =1 | - -2
(Ros Azl 2 3x][ 2 3] =[4-Y bu-bx]=[%2 0
You -2 1% -2] %% -%.4) Lo V2.

L

b) Resncmonumde © Aidamo
[ x t oty z-6 [ ¥ toy=-6 Se =3 .. SPT.
- X -80-*: 2 (x-oc)[ X +o<éf=-2u Se xz#3d ST
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Exemplo Abaixo da Média
_ _ s NP o 23]
DO dus Aoy = [ 1 LA i 3
B O T W S I B
D (Maeben? = T2 3% [e 3] [-58 ©OF
_"“':E 2= v Z‘g’ _=LJ\I {) -—'q‘-
i -5 ©
G
- — )
ﬁ)@A,« Y"’]-Y'% i 3(‘%-&(‘.4“3“ r“""" L Xtolly = -
lwl] L= - ﬁ%zq \‘—x-u@ézo_x
‘?( 2o-b= O
o=l
. =3
£ o=3)
Exemplo de erro tipico no item a.
O Aa =4 oL Asstz[4 D]
..;L - 9: ...-‘[
L . ol ", .
— (Aa s Ao V¥ T4 S 2o | [2 8
4 A 178 -9
L [ o N
D a7 (4 a0 walorc (AurPo) e
B - T S Wl £ B 4 qucl_‘
L 9 ) q_y
oM | 2 Al %] 2 X kety] Aulx 1 =2[-€7 -0 x>
v vy (7Y g Y I VLSS
ot ] |
-4y —Ckan bot=g by =3
2

™,

- 0 voler duetel

Exemplo de uma substituicdo errada.

Comentarios
Essa questao foi considerada muito dificil, teve média 0,8 e tratou de matrizes e algebra linear.
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Questao 23

Um recipiente clbico de aresta @ e sem tampa, apoiado em um plano horizontal, contém agua até a altura ne

Inclina-se lentamente o cubo, girando-o em um angulo @ em torno de uma das arestas da base, como estd
representado na figura abaixo.

[0 R

a) Supondo gue o giro é interrompido exatamente antes de a 4gua comecar a derramar, determine a tangente
do angulo 6.

b) Considerando, agora, a inclinacdo tal que tan(8) = 1/4, com 0 < 6 < /2, calcule o valor numérico da
expressao cos (26) — sen(26).

Resposta Esperada

a) (2 pontos)

O volume do recipiente sem dgua é ia3. Como o cubo gira em torno de uma aresta da base, podemos cbservar
a superficie da secdo do cubo. (Veja a figura.)

A area da regido sem agua deve ser a mesma nos dois casos. Entdo, iaz = %z Xa=z=a/2.

Portanto,
z af2 1
tana =—=——=—.
a a 2

b) (2 pontos)
A tana =1/4, com 0<a <m/2 corresponde a um tridngulo retangulo de catetos 1 e 4, e, assim, de
hipotenusa V17, de onde tiramos os valores de

1 4
sena = —, cosa=—.
V17 V17
Temos, entdo, as identidades trigonométricas:
2 = cos? , 16 1 15
cos2a = cos*a —sen‘a = —— o=

e

sen 2a = 2sen(a) cos(a) = 2 X 14—7 .

Portanto, a diferenca é

15-8 7
cos2a — sen2a = —— = —.
17 17
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Exemplo Acima da Média

e 129)- ¢mi2e) > Q&gzg-b;a)?% -%ume CNO =
{ g - 20 -8 ren?® =N 3 20, 1% o) -emi29)

LK 1R MBS = | :‘'f._‘_.\:)";,_,W,..:.'.‘..‘w
N T ml

Exemplo Abaixo da Média

Gé :I“E(Q),— O = ; - YY)
CA « q 7

Q/b\_. o=

K

L . .3
Exemplo de erro tipico no item a — supor que o cateto oposto seria a.
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@50!;0@9-& gue. 198 =1 ;_~m”mwmmuaﬁmc&ds

! L \é\bmm oo sen 0= 1 4 coso: 4
B \_”9“' P‘!% U [} B
Gmo sole-se . 005(&9)" 0520 - Sen<o
| 2.0 (20) = ?¢nD.Cc5O
Pog, s (30)- sendd = w630 -%pd0 — A5eno-oxh Pan
costy-@n® = [ A\A(1N* _ o0 H =4-8 =(C 9 )
\&/ W/ w3 TRETWS

Exemplo de erro tipico nas contas ao encontrar sen 6 / cos 6.

-
-

it

Yol

N

&8

o L ?
#

L2

4om ©
X/ T 2 Xm0
toam

©

i
RN

Exemplo que usa simetria e semelhanca de triangulos no item a.

Comentarios

Essa questdo foi considerada muito dificil, teve média 0,4 e tratou de geometria plana e trigonometria. Foi uma
surpresa para a banca a grande quantidade de candidatos que a deixou em branco ou tirou zero. A nossa
avaliacdo é que os alunos egressos do Ensino Médio, em sua esmagadora maioria, tém grandes dificuldades com
contetdos que envolvam geometria espacial, ainda que, no caso, a Unica exigéncia espacial no item a da
guestdo tenha sido o volume de um cubo! Depois disso, 0s passos para a solucdo da questdo envolviam
simplesmente a geometria do tridngulo retangulo e no item b eram necessarias duas identidades trigonométricas
a partir de valores em um triangulo retangulo.
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Questao 24

Um satélite orbita a 6.400 km da superficie da Terra. A figura abaixo representa uma secdo plana que inclui o
satélite, o centro da Terra e o arco de circunferéncia AB. Nos pontos desse arco o sinal do satélite pode ser
captado. Responda as questdes abaixo, considerando que o raio da Terra também mede 6.400 km.

== Satélite

a) Qual o comprimento do arco AB indicado na figura?

b) Suponha que o ponto € da figura seja tal que cos(8) = 3/4. Determine a distancia d entre o ponto € e 0
satélite.

Resposta Esperada

a) (2 pontos)

Precisamos conhecer o angulo interno AOB. Para tal, basta vislumbrar o tridangulo AOS, de que se conhece um
cateto, adjacente ao angulo AOS, que mede o raio da Terra, e a hipotenusa, que mede o dobro do raio da Terra.

6400 _ 1

2X6.400 2

Assim, cos A0S =
Portanto, A0S = 60° = AOB = 120° = gn radianos.

O comprimento do arco é, entéo, gn X 6.400 km = 13.400 km.

b) (2 pontos)
Pela Lei dos Cossenos, temos que

3
d? =[4+41—4x%cos(8)] x 6.400% km? = [4 +1-4x Z] X 6.400% km?

=2 X 6.4002 km? = d = V2 x 6.400 km ~ 9.000 km.
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Exemplo Acima da Média

sok
L4

Bz b - A0S 6o d> e/ - 3 2R =| 28Tyl
' A4 ‘ \ v y/
L — , ’

i

Ak 5
2

) 4= (se%+ (oo 5Y w
4z 992 Q! /
I/

< AN
N AN

il
o

1
L )

Exemplo Abaixo da Média

a)ﬂ) QM@Q‘MBQ&;Q AQ! Sgn—-c,-_ 2R = 2.6400. M -2 3000

Doro A® & L Lo Qomw U otk 12800
3 3

1\,
\;‘ Ao\ comdo o Vo dos  losimen

’ ‘A.L: 1 0‘ G%DL"" 2. lZ ) s ?
(e e 2800 4 $00.6400 =

c:l:i? 4040000 + Lo boood - 60 ASpooo

d -, 205000006 ~ ©eoHSpoon
Ve
o~ | Mspsooed

!

: = B . <1 . . N . .
O candidato nao justifica por que o comprimento do arco AB é 3 do comprimento da circunferéncia no item a e
erra nas contas da lei dos cossenos.
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rok .
teh ide = A 8 = 426, 2. 640 = 428w
b._.c? A 3260 3 3
¥ Béﬂ,-z 6 — "G:qm/: =~
ol RO ane A8 lom CRrpumno
S g0 P )
L— 426;(%; Km//
o

b) [N
\ / }n(o"(,mes_g

W 12800 Ko "’ — = - 75600
[ 3d- Zeco
dE 260+ e z.agem.d..j / d=8533 333...
1280 f1zen+ Zd. 3 -0 — Q diddecia G o
\ %, O o0 Ervenie 85334 ¥m
4 4

Erro no item b, pois o candidato acredita que o tridngulo Satélite — ponto C — centro da Terra é isosceles.

Comentarios
Essa questao foi considerada muito dificil, teve média 0,7 e tratou de geometria plana e trigonometria.

Comentarios finais
As provas de matematica, tanto da primeira fase como da segunda, sdo compostas por 12 questdes, que devem
abranger todos os 10 itens mencionados no manual do candidato, reproduzidos abaixo, para referéncia futura.

1. Conjuntos numéricos
a) Representacdo de conjuntos, subconjuntos, unido e intersecdo de conjuntos. Propriedades.
b) NuUmeros naturais e inteiros: operacdes fundamentais.
¢) Numeros primos, fatoragdo, nimero de divisores, méximo divisor comum e minimo multiplo
comum.
d) Sistema de numeracdo na base 10 e em outras bases.
e) Numeros reais (racionais e irracionais): operacdes, médulo, desigualdades, representacao decimal.
f)  Sequéncias numéricas, progressdes aritmética e geométrica.
g) Numeros complexos: operacdes, modulo, representacao geomeétrica.

2. Funcdes e graficos
a) A fungdo linear ou afim y = ax + b e seu gréfico.
b) A funcdo quadratica y = ax’ + bx + ¢ e seu grafico.

k

¢ Asfuncbes y=—, y=\/§ e y:|x| e seus graficos.
X

d) Equacoes e inequacdes envolvendo funcdes.

e) Translacdo e reflexdo de fungdes, composicdo de funcoes.

f)  Funcdo inversa.

3. Polindmios com coeficientes reais
a) Operacdes com polindmios.
b) Raizes reais e complexas de equacdes polinomiais.
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Fatoracdo e multiplicidade de raizes, teorema fundamental da algebra.
Relacdes de Girard.

e

Contagem e probabilidade

Principios de contagem: inclusdo-exclusao e multiplicativo.
Arranjos, combinacdes e permutacées.

Espaco amostral e o conceito de probabilidade.
Probabilidade da unido e da intersecdo de eventos.
Probabilidade condicional.

Bindmio de Newton e suas aplicacdes.

segoge s

Sistemas lineares

Matrizes e suas operacdes basicas (adicdo, multiplicacdo por escalar, transposicao, produto).
Inversa de uma matriz.

Determinante de uma matriz.

Resolucdo e discussdo de sistemas lineares, representacdo matricial, escalonamento.

Zogew

Geometria plana

Congruéncia de figuras geométricas.

Congruéncia de triangulos.

Paralelas e transversais, teorema de Tales.

Semelhanca de triangulos.

Triangulos retangulos, teorema de Pitdgoras.

Relagdes métricas nos triangulos.

Quadrilateros notaveis.

Poligonos regulares, circunferéncias e cfrculos, perimetro, area.
Inscricdo e circunscricao.

Lzao

— —
szezseg

Geometria espacial

Paralelismo e perpendicularidade entre retas e planos.
Poliedros, prismas e piramides, areas e volumes, troncos.
Cilindros, cones e esferas, areas e volumes, troncos.
Inscricdo e circunscricdo de solidos.

oo N

Trigonometria

Medidas de angulos, graus e radianos.

Funcdes trigopnométricas e seus graficos, arcos notaveis.
Identidades trigopnométricas fundamentais.
Transformacoes trigonométricas.

Equacoes e inequacdes trigopnométricas.

Lei dos senos e lei dos cossenos.

ceooge ®

Geometria analitica

Coordenadas no plano.

Distancia entre dois pontos do plano, alinhamento de trés pontos.

Equacéo da reta no plano.

Intersecbes de retas no plano, paralelismo e perpendicularismo, dngulo entre duas retas.
Distancia de um ponto a uma reta do plano e drea de um triangulo.

Equacdo da circunferéncia, determinacao de circunferéncias.

Reta e circunferéncia: posicao relativa.

Elipse, hipérbole e parabola e seus gréaficos.

seooge©

o]
= =

. Logaritmos e exponenciais
Poténcias: definicdo e propriedades.
A funcédo exponencial e seu gréfico.
Logaritmos: definicdo e propriedades.
A funcdo logaritmica e seu gréficos.
Equacdes e inequacdes logaritmicas e exponenciais..

coge o
roCogTe

D
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